
27 wrze±nia 2008

Zadania z matematyki dyskretnej, lista nr 1.

1. Dla ka»dego z poni»szych ci¡gów znajd¹ najmniejsze k takie, »e an = O(nk)

(a) an = (2n81.2 + 3n45.1)/(4n23.3 + 5n11.3)
(b) an = 5log2 n (c) an = (1.001)n (d) an = n log3 n

2. Uporz¡dkuj funkcje (wszystkie logarytmy maj¡ podstaw¦ 2):

log n, (log n)n, nlog n, log(nn), 3log n, n, n2, 2
√

n, 1.01n, 0.99n,

(
1 +

1
n

)n

3. Podaj przykªad takich funkcji f(n) i g(n), »e »adna z trzech relacji f(n) = o(g(n)), g(n) = o(f(n)),
f(n) = Θ(g(n)) nie jest prawdziwa, chocia» obie funkcje monotonicznie rosn¡ do ∞.

4. Wyka», »e na(log n)b(log log n)c jest o(nd(log n)e(log log n)f ) wtedy i tylko wtedy, gdy (a, b, c) ≺
(d, e, f), gdzie ≺ oznacza porz¡dek leksykogra�czny (tj. taki, jak w sªowniku).

5. Poka», »e:

(a) je±li f = o(g), to f = O(g),
(b) je±li f ∼ g, to f = Θ(g),
(c) f = O(g) wtedy i tylko wtedy, gdy g = Ω(f),
(d) f = O(g) i g = O(f) wtedy i tylko wtedy, gdy g = Θ(f),

Które z pi¦ciu symboli o,O,∼,Θ,Ω s¡ przechodnie? Które z nich s¡ symetryczne?

6. Wyka», »e

e1/n = 1 +
1
n

+ O

(
1
n2

)
.

7. Rozwa»my algorytm sortuj¡cy n liczb w nast¦puj¡cy sposób. Wybierz najmniejsz¡, postaw na
pierwszym miejscu, wybierz najmniejsz¡ z pozostaªych i postaw na drugim miejscu, najmniejsz¡
z pozostaªych postaw na trzecim miejscu itd. a» do wyczerpania liczb. Okre±l zªo»ono±¢ czasow¡
powy»szej procedury.

8. Oce« zªo»ono±¢ czasow¡ pisemnego dodawania i mno»enia liczb dªugo±ci n.

9. Oce« zªo»ono±¢ czasow¡ pisemnego dzielenia dwóch liczb dªugo±ci niewi¦kszej ni» n przez siebie w
najgorszym przypadku. W tym celu rozwa» wszystkie mo»liwe dªugo±ci k i l dzielonych liczb. Który
z ukªadów k i l daje najwi¦kszy czas dziaªania procedury?

10. U»ywaj¡c caªkowania oszacuj (podobnie jak na wykªadzie) sum¦

n∑
k=1

1
k

.

11. Niech h(n) = f(n) + O(g(n)), gdzie g(n) ≺ f(n). Podaj najlepsze jakie umiesz oszacowanie na
1/h(n). Oszacowanie powinno mie¢ posta¢ F (n) + O(G(n)).

12. Niech f(n) = lnn + 1/n + O(n−2) i g(n) =
2n

n
(1 + O(n−1)). Znajd¹ najlepsze asymptotyczne

oszacowanie f(g(n)).

13. Wyka», »e ilo±ci liczb caªkowitych w nast¦puj¡cych przedziaªach s¡ odpowiednio równe (a < b):

(a) w [a, b] � bbc − dae+ 1 (c) w (a, b] � bbc − bac
(b) w [a, b) � dbe − dae (d) w (a, b) � dbe − bac − 1

14. Poka», »e dla dowolnego x ≥ 0 ⌊√
x
⌋

=
⌊√

bxc
⌋

.

15. Poka», »e

(a) bx + 1
2c i dx−

1
2e s¡ wyra»eniami przybli»aj¡cymi dowoln¡ liczb¦ rzeczywist¡ x najbli»sz¡ niej

liczb¡ caªkowit¡. Do czego przybli»aj¡ one liczby znajduj¡ce si¦ dokªadnie w poªowie mi¦dzy
kolejnymi liczbami caªkowitymi?

(b) Ile rozwi¡za« x ma równanie (n + 1)x− bnxc = c?


